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1 几何布朗运动

1.1 几何布朗运动

我们通常用以下的 SDE 来描述描述几何布朗运动 S(t)

dS(t)

S(t)
= µdt+ σdW (t) (1.1)

等式的左边可以理解为瞬时收益率，右边可解释为瞬时收益来源于漂移项的 µ 以及波动项的 σ，
我们记这样的过程为 S ∼ GBM(µ, σ2)。利用 Ito 公式我们容易有

d lnS(t) = (µ− 1

2
σ2)dt+ σdW (t), (1.2)

对等式两边积分我们得到 S(t) 的表达式为：

S(t) = S(0)exp([µ− 1

2
σ2]t+ σW (t)). (1.3)

并且由于布朗运动的无记忆性，我们我们可以对 S 的模拟进行简单的递推。对于 0 = t0 < t1 <

... < tn，我们有：

S(ti+1) = S(ti)exp([µ− 1

2
σ2](ti+1 − ti) + σ

√
ti+1 − tiZi+1), (1.4)

其中 Z1, ..., Zn 是独立的标准正态分布。

1.2 对数正态分布

由公式 (1.3) 我们可以看出, ln S(t)
S(0)
服从一个 N((µ − 1

2
σ2), σ2t) 的正态分布。我们可以简写

为 ln S(t)
S(0)

∼ LN((µ− 1
2
σ2)t, σ2t)。利用矩母函数计算其一阶矩和二阶矩我们可以得到其期望和方

差为：
E[S(t)] = eµtS(0), V ar[S(t)] = e2µtS2(0)(eσ

2t − 1)

. 从中我们可以看出 µ 的真实含义可以看做 S 的平均增长率，一种平均连续复利回报率。同时注
意到对数正态分布的支撑集为 (0,∞)，且分布为右偏。

Figure 1: 对数正态分布
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1.3 支付红利的资产

我们之所以对模拟几何布朗运动的路径感兴趣，是因为有的期权与并非马尔科夫性期权，它
们的价格是路径依赖的。假设我们的银行账户具有如下的性质：

β(t) = ert� (1.5)

假设资产 S 不支付利息，根据金融数学定理，我们知道其贴现价值 S(t)
B(t)
是风险中性测度下的一

个鞅，格萨诺夫定理则告诉我们，风险中性测度下 S 可以表述为如下的 SDE

dS(t)

S(t)
= rdt+ σdW ∗(t)� (1.6)

其中 dW ∗ 是风险中性测度下的布朗运动。如果 S 是支付股息的股票，那么显然他不再是一个风
险中性测度下的鞅过程，但是如果我们记 D(t) 为累积的股息及利用股息赚取的利息和，其 SDE
为

dD(t) = δS(t)dt+ rD(t)dt� (1.7)

其中 δ 为股息率，第一项反映的是新股息的流入，第二项是之前股息的利息收入。根据 Shreve
Page 235 的证明，这样的 S 在风险中性下的 SDE 为

dS(t) = [r − δ]S(t)dt+ σS(t)dW ∗(t). (1.8)

哪些资产可以用以上方式模拟呢？

• 股票指数

• 汇率

• 大宗商品

• 期货合约

我们先考虑没有没有分红的期货合约的定价。假设我们在 t 时刻与对手方签订一个承诺在到期时
T 以 F (t, T ) 的价格购买无分红的股票 S，已知当前股价 S(t)，很自然的一个问题是，F (t, T ) 需
要是多少才是公允的无套利的？假设无风险利率为常数 r，我们容易有

F (t, T ) = er(T−t)S(t) (1.9)

那么自然的如果股票存在分红则

F (t, T ) = e(r−δ)(T−t)S(t). (1.10)

1.4 路径依赖型期权

有一些期权的收益取决于 {S(t), 0 ≤ t ≤ T} 的整条路径，但如果我们仅仅只是进行离散模拟
S(t1), ..., S(tn) 值，通过这样的模拟对期权定价可能会带来离散误差。
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1.4.1 亚式期权

离散监测: 一个亚式期权依赖于在有效期内标的资产平均价格的期权。亚式看涨期权的收益
为 (S̄ −K)+。如果考虑离散情况，我们可以用以下方式估计标的的均值

S̄ =
1

n

n∑
i=1

S(ti), (1.11)

连续监测: 连续情况下我们应将其替换成连续平均，在 [u, t] 的时间上,

S̄ =
1

t− u

∫ t

u

S(τ)dτ (1.12)

几何平均期权：我们也能将 (1.11) 中的均值替换为

(

n∏
i=1

S(ti))
1/n

这种方法可以作为近似普通亚式期权的基础，他们在数学上计算方便。

1.4.2 障碍期权

一个 down-and-call 的看涨期权的收益为

1{τ(b) > T}(S(T )−K)+

τ(b) = inf{ti : S(ti) < b}

1.4.3 回望期权

回望看涨期权, 在离散模拟下的收益为

(S(tn)−mini=1,...,nS(ti))

1.5 利用市场上的期限结构

在之前，我们都假定无风险利率 r 为一固定常数。这意味着在时刻 t，一个在到期日 T > t

收到 1 的零息债券的价格为
B(t, T )e−r(T−t). (1.13)

那么在 0 时刻，我们能观察到一系列的零息债券的价格 B(0, t)，其中 t > 0。在现实世界中，我
们发现通常是无法找到一个共同的常数 r。所以我们可以根据市场上的 B(0, t)反推出随时间变化
的无风险利率 r(u) 的期限结构：

r(u) = − ∂

∂T
lnB(0, T )|T=u (1.14)

现在在风险中性测度下的资产 S(t) 便能用如下的 SDE 描述了：

dS(t) = S(t)r(t)dt+ S(t)σdW ∗(t).

SDE 的解为

S(t) = S(0)exp(

∫ t

0

r(u)du− 1

2
σ2t+ σW ∗(t)).
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1.6 利用远期曲线进行模拟

对于一些特别的标的资产，例如大宗商品，我们不仅可以观测到现货价格 S(0)，还能观测到
一系列的远期价格 F (0, T )。根据无套利原理，我们知道 F (0, T ) = e(r−δ)TS(0) 我们根据 (1.18)
的 SDE 可以知道 S(T ) 的价格为

S(t) = S(0)exp([r − δ − 1

2
σ2]t+ σW ∗(t)),

我们便可以将其改写为
S(t) = F (0, T )exp(−1

2
σ2t+ σW ∗(t)) (1.15)

1.7 确定性波动率函数

考虑一种极端的情况，在市场上我们观察一系列看涨期权的价格 C(K,T )，这些看涨期权基
于相同的标的资产，但我们经常会发现他们的隐含波动率随着执行价格和到期日的变化而变化，
所以 Black-Scholes 的常数波动率的假设是有瑕疵的。Dupire 证明了，只要作为 K 和 T 的函数
C 满足光滑性条件，我们就能找到一个函数 σ(S, t)，使得模型

dS(t)

S(t)
= rdt+ σ(S(t), t)dW ∗(t)

能够得到与已知期权的市场价格同样的值，也就是说，对于所有的 K 和 T，有

e−rTE[(S(T )−K)+] = C(K,T ).

这个函数 σ(S, t) 有时称为 deterministic volatility function，我们可以用 Euler 方程来模拟路径:

S(ti+1) = S(ti)(1 + r(ti+1 − ti) + σ(S(ti), ti)
√

ti+1 − tiZi+1)

也可以表示为

S(ti+1) = S(ti)exp([r −
1

2
σ2(S(ti), ti)](ti+1 − ti) + σ(S(ti), ti)

√
ti+1 − tiZi+1),

这在 lnS(t) 的形式下与 Euler 方程等价。

2 Gauss 短期利率模型

设想一个货币市场账户的一笔投资，在时刻 t 的收益率为 r(t)。那么这笔投资的价值在时刻
0 为 1，到了时刻 t 价值为

β(t) = exp(

∫ t

0

r(u)du).

虽然这是一个随机量，但他依然可以用于作为风险中性定价的基准。如对于在时刻 T 支付 X 的
衍生证券，其在 0 时刻的价格为

E[exp(−
∫ T

0

r(u)du)X], (2.1)

这里在风险中性测度下取期望。特别地，在时刻 T 获得单位收益的债券，时刻 0 的价格为

B(0, T ) = E[exp(−
∫ T

0

r(u)du)]. (2.2)

我们主要侧重于讨论在风险中性测度下短期利率的动态过程。
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2.1 模型架构

Vasicek 的经典模型利用 Ornstein-Uhlenbeck 过程表示短期利率

dr(t) = α(b− r(t))dt+ σdW ∗(t), (2.3)

这样的 SDE 有一种均值回归的特性。
连续时间的 Ho-Lee 模型有:

dr(t) = g(t)dt+ σdW ∗(t), (2.4)

其中 g 为时间的 deterministic function。其中 (2.3) 和 (2.4) 都是如下一般 Gauss Markov 过程的
特殊情况：

dr(t) = [g(t) + h(t)r(t)]dt+ σ(t)d∗W (t), (2.5)

其中 g, h, σ 都是时间的 deterministic function。SDE(2.5) 的解为

r(t) = eH(t)r(0) +

∫ t

0

eH(t)−H(s)g(s)ds+

∫ t

0

eH(t)−H(s)σ(s)dW ∗(s),

其中

H(t) =

∫ t

0

h(s)ds.

对于带变参数 b 的 Vasicek 模型，通解为

r(t) = e−αtr(0) + α

∫ t

0

e−α(t−s)b(s)ds+ σ

∫ t

0

e−α(t−s)dW ∗(s). (2.6)

可以看出 r(t) 的值服从正态分布，其均值为

e−αtr(0) + µ(0, t) (2.7)

µ(0, t) = α

∫ t

0

e−α(t−s)b(s)ds,

方差为

σ2(0, t) = σ2

∫ t

0

e−2α(t−s)ds =
σ2

2α
(1− e−2αt). (2.8)

所以 (2.6) 也可改写为

r(ti+1) = e−α(ti+1−ti)r(ti) + µ(ti, ti+1) + σr(ti, ti+1)Zi+1

我们也可以用 Euler 方程模拟

r(ti+1) = r(ti) + α(b(ti)− r(ti))(ti+1 − ti) + σ
√

ti+1 − tiZi+1. (2.9)

可以验证当 b(t) 为一个常数 b，且将 ex ≈ 1 + x 处理，那么 (2.6) 是与 (2.7) 等价的。

2.2 稳态情形

在 Vasicek 模型中设 b(t) ≡ b 且 α > 0，我们根据之前的公式可以得到

E[r(t)] = e−αtr(0) + (1− e−αt)b → b, when t → ∞

从而过程 r(t) 具有有限均值，同时它还有有限方差

limt→∞V ar[r(t)] = limt→∞
σ2

2α
(1− e−2αt) =

σ2

2α
.

所以，r(t) 的分布收敛于如上均值和方差的正态分布。
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2.3 债券价格

2.3.1 Ho-Lee 模型

如我们之前指出，随时间变化的漂移参数通常用来构造短期利率模型，且该参数需要与市场
上的债券价格的观测集相一致。我们先以 Ho-Lee 模型来展示如何估计 g(t)。根据我们之前所知
r(t) 是一个 Gaussian Process，所以

∫ T

0
r(t) 会服从一个正态分布 (证明可参照此处)。同时如果

X ∼ (µ, σ2)，那么 E[exp(X)] = exp(µ + σ2/2)，而债券价格正好是风险中性下的贴现的期望
E[exp(−

∫ T

0
r(t)dt)], 于是我们有：

E[exp(−
∫ T

0

r(t)dt)] = exp(−E[

∫ T

0

r(t)dt] +
1

2
V ar[

∫ T

0

r(t)dt]). (2.10)

为了求得债券的价格，我们需要找到短期利率积分的均值和方差。在 Ho-Lee 模型中，短期利率
为

r(t) = r(0) +

∫ t

0

g(s)ds+ σW ∗(t),

同时他的积分为 ∫ T

0

r(u)du = r(0)T +

∫ T

0

∫ t

0

g(s)dsdu+ σ

∫ T

0

W ∗(u)du.

这个积分的均值和方差分别为

E[

∫ T

0

r(u)du] = r(0)T +

∫ T

0

∫ t

0

g(s)dsdu

V ar[

∫ T

0

r(u)du] = 2σ2

∫ T

0

∫ t

0

Cov[W ∗(u),W ∗(t)]dudt = σ2T 3/3.

将其带入 (2.10)，我们便能得到 Ho-Lee 模型下债券价格的表达式为

B(0, T ) = exp(−r(0)T −
∫ T

0

∫ t

0

g(s)dsdu+ σ2T 3/6). (2.11)

如果在时刻 0 观察到市场上一些列的债券价格 B(0, T )，我们便能反推出函数 g 使得等式 (2.11)
成立。我们可以借助瞬时远期利率 f(0, T ) 来帮助我们求解函数 g。在我们之前讨论过的 HJM 框
架下，我们知道

B(0, T ) = exp(−
∫ T

0

f(0, t)dt), (2.12)

其中 {f(0, T ), T > 0} 的远期利率曲线和市场上的价格曲线 {B(0, T ), T > 0} 具有相同的信息。
所以我们可以将 (2.11) 取对数处理得到∫ T

0

f(0, t)dt = r(0)T +

∫ T

0

∫ t

0

g(s)dsdu− σ2T 3/6, (2.13)

对等式两边再求两次微分得到

g(t) =
∂

∂T
f(0, T )|T=t + σ2t. (2.14)

于是我们可以将 (2.4)Ho-Lee 与市场上一系列债券价格 B(0, T ) 相匹配，得到

dr(t) = (
∂

∂T
f(0, T )|T=t + σ2t)dt+ σdW ∗(t). (2.15)

7
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接下来我们尝试模拟 Ho-Lee 模型，可以用如下方式模拟:

r(ti+1) = r(ti) +

∫ ti+1

ti

g(s)ds+ σ
√

ti+1 − tiZi+1,

根据 (2.14) 的 g(t)，上式可简化为

r(ti+1) = r(ti) + [f(0, ti+1)− f(0, ti)] +
σ2

2
[t2i+1 − t2i ] + σ

√
ti+1 − tiZi+1. (2.16)

于是，我们便避开了对 g 积分这一难题，转而用市场债券隐含的远期曲线 {f(0, T ), T > 0} 代替
了。事实上我们甚至没必要知道 g 的具体形式，因为只有它的积分才会影响到时间网格 t1, ..., tn

上 r 的值。

2.3.2 Vasicek 模型

对于 Vasicek 模型，我们可以利用与 (2.10) 相同的方法，并结合 (2.7) 和 (2.8) 得到1

E[

∫ T

0

r(t)dt] =

∫ T

0

E[r(t)]dt =
1

α
(1− e−αT )r(0) + α

∫ T

0

∫ t

0

e−α(t−s)b(s)dsdt. (2.17)

V ar[

∫ T

0

r(t)dt] =
σ2

α
[T +

1

2α
(1− e−2αT ) +

2

α
(e−αT − 1)]. (2.18)

我们知道这是一个放射结构的利率模型，不妨令

A(t, T ) =
1

α
(1− e−α(T−t)) (2.19)

C(t, T ) = −α

∫ T

t

∫ u

t

e−α(u−s)b(s)dsdu+
σ2

2α2
[(T−t)+

1

2α
(1−e−2α(T−t))+

2

α
(e−α(T−t)−1)] (2.20)

带入到 (2.17) 和 (2.18) 中，再整体代入到 (2.10) 可以得到

B(0, T ) = exp(−A(0, T )r(0) + C(0, T ))

广义的表达式为
B(t, T ) = exp(−A(t, T )r(t) + C(t, T )). (2.21)

特别地，我们发现 lnB(t, T ) 是 r(t) 的一个线性变换，这也是其称作纺射结构的来源:

r(t) = (− lnB(t, T ) + C(t, T ))/A(t, T ) (2.22)

回顾之前我们在模型架构中讨论过，对于对于带变参数 b 的 Vasicek 模型，我们可以按以下模拟

r(ti+1) = e−α(ti+1−ti)r(ti) + µ(ti, ti+1) + σr(ti, ti+1)Zi+1

其中的 µ(ti, ti+1) = α
∫ ti+1

ti
e−α(ti+1−s)b(s)ds 是一个包含变参数 b 的积分，我们注意到这个积分

实则蕴含在 (2.20) 中，它会是我们在匹配 {B(0, T ), T > 0} 与市场价格时得到的副产物，所以我
们并不一定需要知道 b 的具体形式 (正如我们不需要知道 Ho-Lee 中 b 的具体形式一样)，却依然
能进行模拟。

1可参考 MCMF Page 113 - 114
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2.4 变换基准

目前为止，我们仅考虑了在风险中性测度下短期利率 r(t) 的动态过程。回顾一下，与风险中
性测度关联的基准资产 (银行账户) 为

β(t) = exp(

∫ t

0

r(u)du),

同时这个概率测度的定义特征是它使得债券的贴现价格 S(t, T )/B(t) 为鞅。事实上，在我们所考
虑的 Vasicek 纺射模型下债券的动态过程，根据 (2.21) 利用伊藤公式我们知道，对于固定的 T 具
有如下形式

dB(t, T )

B(t, T )
= r(t)dt−A(t, T )σdW ∗(t), (2.23)

其中 A(t, T ) 是我们在纺射结构中定义的 deterministic function，这个 SDE 的解为

B(t, T ) = B(0, T )exp(

∫ t

0

[r(u)− 1

2
σ2A2(u, T )]du− σ

∫ t

0

A(u, T )dW ∗(u)]), (2.24)

由此可得

B(t, T )

β(t)
= B(0, T )exp(

∫ t

0

[−1

2
σ2A2(u, T )]du− σ

∫ t

0

A(u, T )dW ∗(u)]). (2.25)

当然我们也可以用其他的资产作为基准或贴现因子。远期测度的定义就是对于 T < TF，使得在
该测度下 B(t, T )/B(t, TF ) 为鞅，其由似然比过程定义

(
dPTF

dPβ

)t =
B(t, TF )β(0)

β(t)B(0, TF )
,

由 Girsanov 定理，可以得到 W TF 的 SDE 为

dW TF (t) = dW (t) + σA(t, TF )dt (2.26)

是在远期测度下的一个布朗运动，对应的 Vasicek 模型的动态过程变为了

dr(t) = α(b(t)− σ2A(t, TF )− r(t))dt+ σdW TF (t). (2.27)

因此在远期测度下，短期利率过程已然是一个 Vasicek 过程，但是回归水平变 w 为了 b(t) −
σ2A(t, TF )。我们依然可以沿用之前对 Vasicek的模拟方法，只不过 b(t)换成了 b(t)−σ2A(t, TF )。
那么我们为什么要变换测度到远期测度呢？当然是为了方便模拟，之前我们要对一个在时刻 TF

得到收益为 g(r(TF )) 的衍生证券进行定价，我们在风险中性测度下可以用以下计算

E[e−
∫ TF
0 r(u)dug(r(TF ))]. (2.28)

如果换到远期测度下，可以用以下计算

ETF [e−
∫ TF
0 r(u)dug(r(TF ))(

dPβ

dPTF

)TF
]

= ETF [e−
∫ TF
0 r(u)dug(r(TF ))(

β(TF )B(0, TF )

B(TF , TF )β(0)
)]

= B(0, TF )ETF [g(r(TF ))],

(2.29)

其中 ETF 代表远期测度下的的期望。因此，我们可以通过在远期测度 PTF
下对 (2.27) 的 r(t) 进

行模拟，估计出 g(r(TF )) 的期望再乘以 B(0, TF ) 便可以对衍生品定价了。
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2.5 平方根扩散过程

Cox, Ingersoll & Ross(CIR) 类过程:

dr(t) = α(b− r(t))dt+ σ
√

r(t)dW ∗(t), (2.30)

其中 W ∗ 是一个风险中性测度下的布朗运动，我们考虑当 α和 b均为正数的情形。如果 r(0) > 0，
则 r(t)永远非负。该模型与 Vasicek模型一样，(2.30)中漂移项的形式意味着 r(t)以一个由 α 决
定的速度收敛于 b，与 Vasicek 模型不同的是，在 CIR 模型中，扩散项 σ

√
r(t 随着 r(t) 靠近原

点而逐渐降低到 0，这就使得 r(t) 无法取得负值。在短期利率模拟中，该特性十分重要，因为大
体上我们可以认为利率为正。
接着我们考虑 b 为与时间相关的函数 b(t)，考虑

dr(t) = α(b(t)− r(t))dt+ σ
√

r(t)dW ∗(t). (2.31)

就像在 Vasicek 模型中一样，我们用 E[exp(−
∫ T

0
r(u)du)] 来匹市场上的 B(0, T )，进而可以不太

考虑 b(t) 的具体形式。
虽然我们主要强调 CIR模型在利率模型中的应用，但也可以用于模拟具有随机波动率的 He-

ston 模型，比如资产价格满足如下的 SDE:

dS(t)

S(t)
= µdt+

√
V (t)dW1(t) (2.32)

dV (t) = α(b− V (t))dt+ σ
√

V (t)dW2(t). (2.33)

对于 (2.30) 的一个简单的 Euler 方程模拟，可用如下方法

r(ti+1) = r(ti) + α(b− r(ti))[ti+1 − ti] + σ
√

r(ti)+
√

ti+1 − tiZi+1, (2.34)

注意到式子中我们考虑的是对 r(ti) 正数部分求平方根，这是因为通过 Euler 离散化后的 r(ti) 值
可能为负。
类似于我们之前讨论的，对于 CIR 模型，我们也可以利用变换基准的方法2。

2.6 远期利率模型：连续利率

之前我们都是以短期利率 r(t) 进行建模，比如在 Vasicek 和 CIR 模型中，当前的短期利率
r(t) 决定了其他期限结构的即期值，如远期利率，债券价格等。在这些模型下，期限结构完全由
短期利率值所得到的。但是在接下来 HJM 框架下，市场的状态是由整个期限结构所描述的，而
不仅是有限数量的利率或者因子，仅仅通过 r(t) 来建模是有缺陷的。

利率的期限结构可以用多种等价的方法来描述：zero coupon bond 的价格或者收益率，远期
利率，互换利率都可以用于描述期限结构。在 HJM 框架中，我们远期利率曲线的动态过程对期
限结构的进化过程建模。因为债券价格和收益反映的是不同到期日远期利率的平均值，因此远期
利率也是建模的一个合理起点。

2可参考 MCMF Page 125
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2.6.1 HJM 框架

HJM框架描述了远期利率曲线 {f(t, T ), 0 ≤ t ≤ T ≤ T ∗}的动态过程，其中 T ∗ 是“终极”到
期日（比如从今往后的 50 年）。如前文所述远期利率 f(t, T ) 表示时刻 t 签订的用于在时刻 T ≥ t

无风险借贷的即期连续复利。债券价格和远期利率的关系为

B(t, T ) = exp(−
∫ T

t

f(t, u)du). (2.35)

这也意味着
f(t, T ) = − ∂

∂T
lnB(t, T ). (2.36)

可以看出短期利率 r(t) = f(t, t)，下图说明了这个符号和远期曲线的变化

Figure 2: 远期利率曲线的演化过程

在 HJM 框架中，远期利率的变化通过如下的 SDE 来建模

df(t, T ) = µ(t, T )dt+ σ(t, T )TdW ∗(t) (2.37)

在无套利的假设下，我们必须保证有

µ(t, T ) = σ(t, T )T
∫ T

t

σ(t, u)du,

带入到 (2.37) 中我们得到

df(t, T ) = σ(t, T )T
∫ T

t

σ(t, u)dudt+ σ(t, T )TdW ∗(t), (2.38)

可以看到在框架下，一旦 σ 确定，漂移系数也随之确定。这与我们之前的短期利率模型不同，那
里的漂移项的设定可以独立于扩散系数，而不会引入套利机会。事实上，在短期利率模型中，选
择漂移参数以校准观察到的债券价格是至关重要的。相比之下，校准 HJM的关键在于选择 σ，除
了匹配债券价格，还要匹配利率衍生品市场价格。

2.6.2 远期测度

虽然 HJM框架常常应用在风险中性测度下，但是只需要略作修改就可以适用于远期测度。我
们知道远期测度 pTF

可以通过风险中性测度 Pβ 定义

(
dPTF

dPβ

)t =
B(t, TF )β(0)

β(t)B(0, TF )

11



根据 Girsanov 定理，过程 W TF 定义为

dW TF = −σ(t, TF )
Tdt+ dW ∗(t),

其中

v(t, T ) = −
∫ T

t

σ(t, u)du.

于是 (2.38) 可以改写为

df(t, T ) = −σ(t, T )T v(t, T )dt+ σ(t, T )T [v(t, TF )
Tdt+ dW TF (t)]

= −σ(t, T )T (

∫ TF

T

σ(t, u)du)dt+ σ(t, T )TdW TF (t).
(2.39)

2.6.3 离散漂移项

除了一些特殊的 σ，对 (2.38) 进行精确模拟是不实际的，对于一般的 HJM 远期利率动态过
程的模拟需要引入一个离散近似。我们利用尖冒符来区分离散变量和与之相对应的连续变量。如
f̂(ti, tj) 代表在时刻 ti，到期日 tj 的离散远期利率，其中 j ≥ i，同时 B̂(ti, tj) 代表与之相对应的
债券价格：

B̂(ti, tj) = exp(−
j−1∑
l=i

f̂(ti, tl)[tl+1 − tl]). (2.40)

为了避免产生更多的离散误差。我们希望在离散时间网格上，离散债券的初始价值 B̂(0, tj)与
我们市场上观测到的价值B(0, tj)是一致的。回顾之前我们对远期利率的定义 f(t, T ) = − ∂

∂T
lnB(t, T )，

于是我们可以得到如下关系

j−1∑
l=0

f̂(t0, tl)[tl+1 − tl] =

∫ tj

0

f(0, u)du, (2.41)

即如果

f̂(0, tl) =
1

tl+1 − tl

∫ tl+1

tl

f(0, u)du. (2.42)

下图便能体现这种离散化的思想，每一个离散化的远期利率都是基于这个阶段的平均值。

Figure 3: 远期利率曲线的离散化处理
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一旦初始曲线确定下来，一个单因子模型的通用模拟具有如下的演变过程，对于 i = 1, ...,M ,

f̂(ti, tj) = f̂(ti−1, tj) + µ̂(ti−1, tj)[ti − ti−1] + σ̂(ti−1, tj)
√

ti − ti−1Zi, j = 1, ...,M. (2.43)

同样的在无套利的前提假设下，离散模拟的漂移项应满足3

µ̂(ti−1, tj)[ti − ti−1] =
1

2
(

j∑
l=i

σ̂(ti−1, tl)[tl+1 − tl])
2 − 1

2
(

j−1∑
l=i

σ̂(ti−1, tl)[tl+1 − tl])
2. (2.44)

3详情可参考 MCMF page 158
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